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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, óäîâëåòâîðÿþùèå
n ≡ 3 (mod 24), n 6≡ 0 (mod 5), ïðåäñòàâèìû ñóììîé òðåõ êâàäðàòîâ ïðîñòûõ

÷èñåë, õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 1 + x2 + y2.

Â 1938-îì ãîäó Õóà-ëî-Êåí [8] äîêàçàë, ÷òî ïî÷òè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äëÿ
êîòîðûõ âûëïîëíåíû óñëîâèÿ

n ≡ 3 (mod 24), n 6≡ 0 (mod 5) (1)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
p2

1 + p2
2 + p2

3 = n, (2)

ãäå p1, p2, p3 � ïðîñòûå ÷èñëà. Ñ òåõ ïîð ìíîãèå ìàòåìàòèêè èññëåäîâàëè ðàçðå-
øèìîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòûõ ÷èñëàõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëüíèòåëüíûì
óñëîâèÿì. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [11] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïî÷òè âñå n, äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíåíî (1), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (2), ãäå ïðîñòûå pj òàêîâû, ÷òî êàæäîå èç
÷èñåë p1 + 2 è p2 + 2 èìååò íå áîëåå 5 ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, à p3 + 2 � íå áîëåå 8
ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå (2) ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè, õîòÿ
áû îäíî èç êîòîðûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 1 + x2 + y2, ãäå x è y � öåëûå ÷èñëà.
Áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë òàêîãî âèäà óñòàíîâèë Þ. Â. Ëèííèê [2].
Òî÷íåå, îí äîêàçàë àññèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó∑

p≤x

r(p− 1) = π
∏
p>2

(
1 +

χ(p)

p(p− 1)

)
x

log x
+O

(
x (log log x)7

(log x)1+θ

)
, (3)

ãäå r(m) ðàâíî ÷èñëó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ m = x2 + y2 â öåëûõ ÷èñëàõ, χ(d) �
íåãëàâíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ 4 è

θ0 =
1

2
− 1

4
e log 2 = 0.0029 . . . . (4)

∗Ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîôèéñêîãî Óíèâåðñèòåòà, ãðàíò 028/2009
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Óñëîâíîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (3) (ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçøèðåííîé ãèïîòåçû
Ðèìàíà) áûëî ðàíåå ïðåäëîæåíî Õîîëè [6]. Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (3) ìîæíî
íàéòè åùå â êíèãàõ Ëèííèêà [3] è Õîîëè [4].

Íàø ðåçóëüòàò � ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü N � áîëüøîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë n, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1) è íåïðåäñòàâèìûõ ñóììîé òðåõ êâàäðàòîâ ïðîñòûõ

÷èñåë, õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 1 + x2 + y2. Ïóñòü A(N)
� ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç A, íåïðåâîñõîäÿùèõ N . Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

A(N)� N(logN)−0.0019. (5)

Ðàíåå Ìàòîìàêè [10] è Òîëåâ [12] ïîëó÷èëè ðåçóëüòàòû òàêîâà òèïà, ñâÿçàííûå
ñ áèíàðíîé ïðîáëåìîé Ãîëüäáàõà. Òîëåâ [13] äîêàçàë òàêæå, ÷òî êàæäîå äîñòàòî÷íî
áîëüøîå íå÷åòíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû òðåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, õîòÿ
áû äâà èç êîòîðûõ âèäà 1 + x2 + y2.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðèâåäåì òîëüêî ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, ïîñêîëü-
êó (äîâîëüíî äëèííûå) âû÷èñëåíèÿ áëèçêè èëè ïðîâîäèòñÿ òåì æå ñïîñîáîì êàê â
äðóãèõ ðàáîòàõ, íà êîòîðûå ìû ññûëàåìñÿ â äàííîé ðàáîòå.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà.

1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ≤ N ðàññìîòðèì ñóììó

R(n) =
∑

p21+p22+p23=n

r(p1 − 1)(log p1)(log p2)(log p3). (6)

Îáîçíà÷èì
L = logN, X = N1/2, D = X1/2L−1000000. (7)

Íàøà öåëü � óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå âåëè÷èíû M(n) = MN(n) äëÿ êîòîðîé:

1) Åñëè âûïîëíåíî (1), òî äëÿ ëþáîãî n ≤ N èìååì

√
n(logL)−10 �M(n)�

√
n(logL)10. (8)

2) Äëÿ ñóììû

E(N) =
∑
n≤N

′
|R(n)−M(n)| , (9)

ãäå
∑′ îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî íàòóðàëüíûì ÷èñëàì, óäîâëåòâî-

ðÿþùèì (1), èìååò ìåñòî îöåíêà

E(N)� N3/2L−θ0+ε, (10)
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ãäå θ0 îïðåäåëåíî ÷åðåç (4), à ε > 0 � ñêîëü óãîäíî ìàëîå.

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãîM(n) óñëîâèÿ (8) è (9) âûïîëíåíû. Èç îïðåäåëåíèé
ìíîæåñòâà A è ñóììû R(n) ñëåäóåò, ÷òî åñëè n ∈ A, òî R(n) = 0. Òîãäà, åñëè ∆ �
ïàðàìåòð äëÿ êîòîðîãî 1 < ∆ < N , òî èñïîëüçóÿ (8) � (10) ïîëó÷àåì

N3/2L−θ0+ε � E(N) ≥
∑

∆<n≤N
n∈A

|R(n)−M(n)| =
∑

∆<n≤N
n∈A

|M(n)|

� (A(N)−∆) ∆1/2(logL)−10.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
A(N)� ∆ +N3/2L−θ0+ε∆−1/2.

Âûáèðàÿ ∆ = NL−2θ0/3 è èñïîëüçóÿ (4) ïîëó÷àåì îöåíêó (5).

2. Èòàê, çàéìåìñÿ îïðåäåëåíèåì M(n) è äîêàçàòåëüñòâîì (8) è (9).

Ïîëüçóÿñü èçâåñòíîé ôîðìóëîé r(m) = 4
∑

d|m χ(d) è òàêæå (6), ïðåäñòàâèì R(n)
â âèäå

R(n) = 4 (R1(n) +R2(n) +R3(n)) , (11)

ãäå

R1(n) =
∑

p21+p22+p23=n

 ∑
d|p1−1
d≤D

χ(d)

 (log p1)(log p2)(log p3), (12)

R2(n) =
∑

p21+p22+p23=n

 ∑
d|p1−1

D<d<X/D

χ(d)

 (log p1)(log p2)(log p3), (13)

R3(n) =
∑

p21+p22+p23=n

 ∑
d|p1−1
d≥X/D

χ(d)

 (log p1)(log p2)(log p3). (14)

Òîãäà èç (9) è (11) ñëåäóåò

E(N)� E1(N) + E2(N) + E3(N), (15)

ãäå

E1(N) =
∑
n≤N

′
|4R1(n)−M(n)| , (16)

Ej(N) =
∑
n≤N

′
|Rj(n)| , j = 2, 3. (17)
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Èç (15) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ (10) äîñòàòî÷íî îöåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèì ñïî-
ñîáîì âåëè÷èí Ej(N), j = 1, 2, 3.

3. Èññëåäîâàíèå R1(n) è R3(n) ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñóììû

Il,d;J(n) =
∑

p21+p22+p23=n
p1≡l (mod d)

p1∈J

(log p1)(log p2)(log p3), (18)

ãäå d è l � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à J ⊂ [1, X] � îòðåçîê. Åñëè J =
[1, X], òî áóäåì ïèñàòü äëÿ ïðîñòîòû Il,d(n).

Äëÿ èçó÷åíèÿ âåëè÷èíû Il,d;J(n) ïðèìåíÿåì êðóãîâîé ìåòîä. Î÷åâèäíî

Il,d;J(n) =

1∫
0

Sl,d;J(α)S2(α)e(−nα)dα,

ãäå, êàê îáû÷íî, e(α) = exp(2πiα) è

Sl,d;J(α) =
∑
p∈J

p≡l (mod d)

(log p)e(αp2), S(α) = S1,1;[1,X](α). (19)

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà áîëüøèõ è, ñîîòâåòñâåííî, ìàëûõ äóã ÷åðåç

M =
⋃
q≤Q

q−1⋃
a=0

(a,q)=1

[
a

q
− 1

qτ
,
a

q
+

1

qτ

]
, m =

[
−1

τ
, 1− 1

τ

]
\M, (20)

ãäå
Q = L20000, τ = X2L−50000. (21)

Òîãäà èìååì
Il,d;J(n) = I

(1)
l,d;J(n) + I

(2)
l,d;J(n), (22)

ãäå

I
(1)
l,d;J(n) =

∫
M

Sl,d;J(α)S2(α)e(−nα)dα,

I
(2)
l,d;J(n) =

∫
m

Sl,d;J(α)S2(α)e(−nα)dα. (23)

(Êàê è ðàíüøå, åñëè J = [1, X], òî áóäåì ïèñàòü äëÿ ïðîñòîòû I
(ν)
l,d (n).)
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Îïðåäåëèì

HJ(n) =
1

8

∑
m1+m2+m3=n√

m1∈J

(m1m2m3)−1/2 .

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. íàïðèìåð [1], ãë. 2), ÷òî

H(n) = H[1,X](n) =
π

4

√
n+O(1) (24)

Äëÿ êàæäîãî n, óäîâëåòâîðÿþùåãî (1), îïðåäåëèì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ïî îòíî-
øåíèþ ê q ôóíêöèþ tl,d,n(q) ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè.

tl,d,n(2) = 1, tl,d,n(4) = 2, tl,d,n(8) = 4, tl,d,n (2ν) = 0 äëÿ ν > 3. (25)

Åñëè p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî, òî

tl,d,n (pν) = 0 äëÿ ν > 1, (26)

tl,d,n(p) =

{
h0(p, n) äëÿ p - d,
h1(p, n, l) äëÿ p | d,

(27)

ãäå

h0(p, n) =


(−n

p )p2+3((n
p )+(−1

p ))p+1

(p−1)3
åñëè p - n,

−3(−1
p )p−1

(p−1)2
åñëè p | n,

(28)

h1(p, n, l) =


(
−2
(

n−l2

p

)
−(−1

p )
)
p−1

(p−1)2
åñëè p - n− l2,

(−1
p )p+1

p−1
åñëè p | n− l2

(29)

è ãäå
(
·
p

)
� ñèìâîë Ëåæàíäðà.

Äàëåå, ñëåäóÿ ìåòîäà ðàáîòû [11] (ñì. ñòð. 81�84), ïîëó÷èì

I
(1)
l,d;J(n) = I∗l,d;J(n) +O

(
L200000

∑
q≤Q

∆ (X, [d, q])

)
+O

(
Xτ 4(d)d−1L−1000

)
, (30)

ãäå

I∗l,d;J(n) =
1

ϕ(d)

∑
q≤Q

tl,d,n(q)HJ(n), (31)

÷åðåç [d, q] îáîçíà÷åíî íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå d è q, ϕ(d) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà,
τ(d) � ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ äåëèòåëåé d è

∆(x, h) = max
y≤x

max
(l,h)=1

∣∣∣ ∑
p≤y

p≡l (mod y)

log p− y

ϕ(h)

∣∣∣.
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4. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà E3(N). Â ñèëó òîãî, ÷òî∑
d|p1−1
d≥X/D

χ(d) =
∑

m|p1−1
m≤(p1−1)D/X

χ

(
p1 − 1

m

)
=
∑
j=±1

χ(j)
∑

m|p1−1
m≤(p1−1)D/X

p1−1
m
≡j (mod 4)

1

èç (14) è (18) ñëåäóåò

R3(n) =
∑
m≤D
2|m

∑
j=±1

χ(j)I1+jm,4m;Jm(n),

ãäå Jm = [1 +mX/D,X]. Ñëåäîâàòåëüíî èç (22) ïîëó÷àåì

R3(n) = R
(1)
3 (n) +R

(2)
3 (n), (32)

ãäå

R
(ν)
3 (n) =

∑
m≤D
2|m

∑
j=±1

χ(j)I
(ν)
1+jm,4m;Jm

(n), ν = 1, 2. (33)

Òîãäà èç (17) è (32) ñëåäóåò

E3(N)� E
(1)
3 (N) + E

(2)
3 (N), (34)

ãäå

E
(ν)
3 (N) =

∑
n≤N

′ ∣∣∣R(ν)
3 (n)

∣∣∣ , ν = 1, 2. (35)

Ðàññìîòðèì E
(2)
3 (N). Â ñèëó (23) è (33) èìååì

R
(2)
3 (n) =

∫
m

K(α)S2(α)e(−nα)dα,

ãäå

K(α) =
∑
m≤D
2|m

∑
j=±1

χ(j) S1+jm,4m;Jm(α).
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Òîãäà, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà Êîøè è Áåññåëÿ, ïîëó÷èì

E
(2)
3 (N)� X

∑
n≤N

∣∣∣∣∣∣
∫
m

K(α)S2(α)e(−nα)dα

∣∣∣∣∣∣
2 1/2

� X

∫
m

∣∣K2(α)S4(α)
∣∣ dα

1/2

� X sup
m
|S(α)|

 1∫
0

∣∣K4(α)
∣∣ dα

1/4 1∫
0

∣∣S4(α)
∣∣ dα

1/4

. (36)

Ñóììó S(α), îïðåäåëåííóþ ÷åðåç (19), ìîæíî îöåíèòü íà ìíîæåñòâî ìàëûõ äóã
ìåòîäîì È.Ì.Âèíîãðàäîâà. Ïîëüçóÿñü, íàïðèìåð, ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [7] è èìåÿ
ââèäó (20) è (21) ïîëó÷àåì

sup
m
|S(α)| � XL−500. (37)

Õîðîøî èçâåñòíî òàêæå, ÷òî

1∫
0

∣∣S4(α)
∣∣ dα� X2L7. (38)

Äàëåå, èñïîëüçóÿ òîò æå ìåòîä, êàê è â ðàáîòå [11] (ñì. ñòð. 67�69), ïîëó÷àåì

1∫
0

∣∣K4(α)
∣∣ dα� X2L1200. (39)

Òîãäà èç (7), (36) � (39) ñëåäóåò

E
(2)
3 (N)� N3/2L−10. (40)

Ðàññìîòðèì òåïåðü E
(1)
3 (N). Èç (30), (31), (33) è (35) ñëåäóåò, ÷òî

R
(1)
3 (N) = R∗ +O

(
L200000

∑
m≤M

∑
q≤Q

∆ (X, [4m, q])

)
+O

(
XL−100

)
, (41)

ãäå

R∗ =
∑
m≤D
2|m

ϕ(4m)−1
∑
j=±1

χ(j)
∑
q≤Q

t1+jm,4m,n(q)HJm(n).
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Èñïîëüçóÿ (25) � (29), íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèå t1+jm,4m,n(q) íå çàâèñèò
îò j. Òîãäà èìååì

∑
j=±1 χ(j)t1+jm,4m,n(q) = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî R∗ = 0.

Äàëåå, êàê â ðàáîòå [11], ñòð. 82�83, èñïîëüçóåì òåîðåìó Áîìáüåðè�Âèíîãðàäîâà
è èìåÿ ââèäó (7) óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ïåðâûé îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (41)

äàåò â E
(1)
3 âêëàä O (X3L−10). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì

E
(1)
3 (N)� N3/2L−10. (42)

Òîãäà, â ñèëó (34), (40) è (42), èìååì

E3(N)� N3/2L−10. (43)

5. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñóììó E2(N). Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë
p ≤ X òàêèõ, ÷òî p−1 èìååò äåëèòåëü, íàõîäÿøèéñÿ íà îòðåçêå [D,X/D]. Èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî Êîøè è òàêæå (13), ïîëó÷àåì

E2(N)2 ≤ N
∑
n≤N

|R2(n)|2

� NL6
∑

p1,...,p6≤X
p21+p22+p23=p24+p25+p36

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
d|p1−1

D<d<X/D

χ(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
t|p4−1

D<t<X/D

χ(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
� NL6

∑
p1,...,p6≤X

p21+p22+p23=p24+p25+p36
p4∈F

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
d|p1−1

D<d<X/D

χ(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Ñëàãàåìûå â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè, äëÿ êîòîðûõ p1 = p4, äàþò âêëàä O
(
N5/2+ε

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî
E2(N)2 � N5/2+ε +NL6 Σ0, (44)

ãäå

Σ0 =
∑
p1≤X

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
d|p1−1

D<d<X/D

χ(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 ∑
p4≤X
p4∈F
p4 6=p1

∑
p2,p3,p5,p6≤X

p22+p23−p25−p26=p24−p21

1.

Äàëåå, èçïîëüçóåì, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî h óäîâëåòâîðÿþùèì 1 ≤ |h| ≤ N , ÷èñëî
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ p2

1+p2
2−p2

3−p2
4 = h â ïðîñòûõ ÷èñëàõ p1, p2, p3, p4 ≤ X îöåíèâàåòñÿ

ñâåðõó âåëè÷èíîé O (NL−4). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü,
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ïîëüçóÿñü ìåòîäîì ðàáîòû [5]. Âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû (è íàìíîãî ïðîùå) è ïî ýòîé
ïðè÷èíå ìû èõ íå ïðèâîäèì. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì

Σ0 � NL−4 Σ′ Σ′′, (45)

ãäå

Σ′ =
∑
p≤X

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
d|p−1

D<d<X/D

χ(d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

, Σ′′ =
∑
p≤X
p∈F

1.

Ñóììû î÷åíü ïîõîæèå íà Σ′ è Σ′′ îöåöåíû â [4], ãë. 5. Ðàáîòàÿ òåì æå ñïîñîáîì,
ïîëó÷èì

Σ′ � XL−1(logL)7, Σ′′ � XL−1−2θ0(logL)3, (46)

ãäå θ0 îïðåäåëåíî ÷åðåç (4). Èç (44) � (46) ñëåäóåò

E2(N)� N3/2L−θ0(logL)5. (47)

6. Ðàññìîòðèì íàêîíåö ñóììó E1(N). Â ñèëó (12), (16), (18) è (22) èìååì

E1(N)� E
(1)
1 (N) + E

(2)
1 (N), (48)

ãäå

E
(1)
1 (N) =

∑
n≤N

′
∣∣∣∣∣4∑

d≤D

χ(d)I
(1)
1,d(n)−M(n)

∣∣∣∣∣ ,
E

(2)
1 (N) =

∑
n≤N

′
∣∣∣∣∣∑
d≤D

χ(d)I
(2)
1,d(n)

∣∣∣∣∣ .
Ñóììó E

(2)
1 (N) îöåíèâàåì òåì æå ñïîñîáîì êàê E

(2)
3 (N) è ïîëó÷àåì

E
(2)
1 (N)� N3/2L−10. (49)

Ðàññìîòðèì E
(1)
1 (N). Ñíà÷àëà, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå äëÿ I

(1)
1,d(n),

âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (30). Âêëàä îñòàòêîâ â ïðàâîé ÷àñòè (30) îöåíèâàåì òåì æå

ìåòîäîì êàê ïðè ðàññìîòðåíèè E
(1)
3 (N). Èñïîëüçóåì òàêæå (24) è ïîëó÷àåì

E
(1)
1 (N)� E∗ +N3/2L−10, (50)

ãäå

E∗ =
∑
n≤N

′
∣∣∣∣∣π√n∑

d≤D

χ(d)

ϕ(d)

∑
q≤Q

t1,d,n(q)−M(n)

∣∣∣∣∣ .
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Çàìåíèì òåïåðü ñóììó ïî q â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ïðîèçâåäåíèåì

P = 8
∏

2<p≤Q

(1 + t1,d,n(p))

è, âîñïîëüçîâàâøèñü îïÿòü ìåòîäîì ðàáîòû [11] (ñì. ñòð. 85�86), îöåíèì âêëàä âîç-
íèêàþùèõ îñòàòêîâ. Äàëåå, â ñèëó (27), âåëè÷èíó P ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P = 8 ξn θ(d),

ãäå

ξn = ξn,Q =
∏

2<p≤Q

(1 + h0(p, n)) , θ(d) = θn,Q(d) =
∏

2<p≤Q
p|d

1 + h1(p, n, 1)

1 + h0(p, n)
. (51)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (21), (28) è (51) èìååì

(logL)−2 � ξn � (logL)2. (52)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

E∗ � E∗∗ +N3/2L−10, (53)

ãäå

E∗∗ =
∑
n≤N

′ ∣∣8π√n ξn Σ(n)−M(n)
∣∣ , (54)

è
Σ(n) = ΣQ(n) =

∑
d≤D

f(d), f(d) = fn,Q(d) = χ(d)ϕ(d)−1θ(d). (55)

Îñòàëîñü íàéòè àññèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ Σ(n) è îïðåäåëèòü M(n) òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ñóììà E∗∗ áûëà âîçìîæíî íàèìåíüøåé. Èñïîëüçóÿ (28), (29) è (51),
íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî n ≤ N èìååò ìåñòî îöåíêà.

f(d)� (log log d)10 d−1 (56)

Òîãäà áåñêîíå÷íûé ðÿä

Φ(s) = Φn,Q(s) =
∞∑
d=1

f(d)d−s

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè Re(s) > 0. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ïåððîíà (ñì.
[9], ãë. 1) è èìåÿ ââèäó (56) ïîñëå íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

Σ(n) =
1

2πi

1
10

+iX∫
1
10
−iX

Ds

s
Φ(s) ds+O

(
N−1/100

)
, (57)
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Ôóíêöèÿ f(d) ìóëüòèïëèêàòèâíà ïî îòíîøåíèþ ê d. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ
òîæäåñòâî Ýéëåðà è èìåÿ ââèäó (55) íàõîäèì

Φ(s) = L(s+ 1, χ)N (s), (58)

ãäå L(s, χ) � ðÿä Äèðèõëå, ñîîòâåòñòâîþùèé õàðàêòåðîì χ è

N (s) = Nn,Q(s) =
∏
p

(
1 +

χ(p) (pθn(p)− p+ 1)

ps+1(p− 1)

)
. (59)

Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè L�ðÿäîâ Äèðèõëå è òàêæå îïðåäåëåíèåì (51)
äëÿ θ(d) âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(s) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â ïîëóïëîñ-
êîñòè Re(s) > −1. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî L(s + 1, χ) � 1 + |Im(s)|1/6 åñëè Re(s) ≥
−1/2. Êðîìå òîãî, èç (28), (29), (51) è (59) ñëåäóåò, ÷òîN (s)� N ε åñëè Re(s) ≥ −1/2.
Ñëåäîâàòåëüíî èç (58) ñëåäóåò, ÷òî

Φ(s)� N εX1/6 åñëè Re(s) ≥ −1/2, |Im(s)| ≤ X. (60)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó âû÷åòîâ âèäèì, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (57) ðàâåí

2πiΦ(0) +

∫
γ

Ds

s
Φ(s) ds, (61)

ãäå γ � ëîìàííàÿ ëèíèÿ îïðåäåëåíà òî÷êàìè 1
10
− iX, −1

2
− iX, −1

2
+ iX, 1

10
+ iX.

Èñïîëüçóÿ (7) è (60) âèäèì, ÷òî âêëàä èíòåãðàëà èç (61) îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé
O
(
N−1/100

)
. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì

Σ(n) =
π

4
N (0) +O

(
N−1/100

)
. (62)

Çàìåòèì, ÷òî èç (28), (29), (51) è (59) ñëåäóåò

(logL)−5 � N (0)� (logL)5. (63)

Òîãäà, åñëè îïðåäåëèì
M(n) = 2π2

√
n ξnN (0), (64)

òî â ñèëó (48), (49), (50), (53), (54) è (62) èìååì

E1(N)� N3/2L−10. (65)

7. Èòàê, èç (52), (63) è (64) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (8). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó
(15), (43), (47) è (65), âûïîëíåíà îöåíêà (10).

Ñ åòèì çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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